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Colloquium "Waarschijnlijkheidsrekening" (1968-1969)

L september 1968

Spreker: J. van de Lune

1. Inleiding
In dit colloquium zullen we een aantal hoofdstukken behandelen
uit dat gedeelte van de zuivere wiskunde dat waarschijnlijkheids—
rekening (WHR) heet.
De WHR bestond ehkele honderden jaren geleden voornamelijk uit
(min of meer exacte) beschouwingen over de mogelijkheden tot het
maken van winst bij diverse zogenaamde kansspelen. Een in dit
verband haast legendarische figuur is wel Chevalier de Mer&. Op
grond van bepaalde overwegingen meende hij dat het voordelig
was om bij 24 worpen met twee dobbelstenen te wedden op minstens
één maal dubbelzes.
In de praktijk bleek evenwel dat hij met deze strategie vaker
verloor dan won. Naar aanleiding hiervan ging hij zich bij zijn
vriend Blaise Pascal beklagen over de wiskunde. Als antwoord op
dit beklag rekende Pascal hem voor dat het, in overeenstemming
met de ervaring, onvoordelig is te wedden op minstens een maal
dubbelzes in 24 worpen met twee dobbelstenen.
Men zegt wel dat Pascal bij deze gelegenheid de WHR uitvond.
De manier waarop Pascal de kansspelen behandelde mag stellig
exact genoemd worden, ook al ging hij niet axiomatisch te werk.
Een moderne wiskundige behandeling moet namelijk axiomatisch
zijn.
Onze eerste doelstelling is dan ook een zuiver wiskundig systeem
te creéren dat voor zeel veel toevalsprocessen als mathematisch
model kan dienen. In de volgende paragraaf zullen wij aan de
hand van een eenvoudig voorbeeld laten zien hoe dit in zijn werk

gaat.,



2, Als toevalsproces nemen wij het éénmaal werpen met &&n dobbelsteen.
Het is duidelijk dat het resultaat van dit toevalsproces (experiment)
niet met zekerheid te voorspellen is. Na enige idealisering kan men
wel met zekerheid zeggen welke resultaten mogelijk zijn. In het
algemeen zal elk toevalsproces een welomschreven collectie van
mogelijke resultaten (uitkomsten) met zich meebrengen, zodanig
dat twee verschillende resultaten nooit gelijktijdig kunnen voor-
komen. We kunnen dus zeggen dat elk toevalsproces aanleiding geeft
tot een verzameling van mogelijke enkelvoudige uitkomsten. In ons
voorbeeld hebben we te maken met de verzameling van alle mogelijke
aantallen ogen die geworpen kunnen worden, dus met de verzameling
[1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ons streven naar axiomatisering van de WHR haakt op deze beschouwing
in door als grondsysteem voor de WHR een abstracte niet lege
verzameling E te kiezen, die, als men wil, geInterpreteerd dient

te worden als de verzameling van alle mogelijke enkelvoudige uit-
komsten van een of ander experiment.

In dit colloguium zal de verzameling E steeds hoogstens aftelbaar

zijn. In een uiterst algemene opzet van de WHR stelt men aan E
nauwelijks enige voorwaarde, maar dit heeft dan wel tot gevolg
dat de verdere mathematische behandeling heel wat gecompliceerder
wordt dan in dit collogquium gewenst zou zijn. We keren terug naar
ons dobbelsteen voorbeeld waar E = {1, 2, 3, L4, 5, 61.

We zijn gewoon aan elk van de mogelijke enkelvoudige uitkomsten
een zekere kans toe te kennen; in het geval van een zogenaamde
"yuivere"dobbelsteen zijn de kansen op alle mogelijke uitkomsten
gelijk aan %u Maar ook in het geval van een "onzuivere" dobbel-
steen zal men asan elk der mogelijke uitkomsten een kans willen
toekennen. Over de numerieke waarden van deze kansen kan men in
het onzekere verkeren, maar men zal het er over eens zijn dat elke
kans een niet negatief re&el getal tussen 0 en 1 is.

Verder zal men het er over eens zijn dat de kansen op alle moge-
lijke enkelvoudige uitkomsten (behorende bij een en hetzelfde

experiment) tot 1 sommeren.



Aansluitend hierop nemen we, in ons streven naar axiomatisering
van de WHR, aan dat op E een funktie p gedefinieerd is met de

volgende eigenschappent

Duiden we E aan met {ET’ E,» E3, eoo}

dan 1is

1) p : E~R (= verzameling van alle re&le getallen)

2) p(Ei) >0, (i=1,2,3, ...)

We zeggen dat het paar (E, p) een waarschijnlijkheidsveld is als

p aan bovenstaande voorwaarden voldoet.

Voorbeeld 1. Het é&nmaal werpen met een zuivere dobbelsteen

(intuitief geinterpreteerd) geeft aanleiding tot het volgende

(zuiver mathematisch geformuleerde) waarschijnlijkheidsveld:
E={1,2,3, 4, 5, 6} met

p(1) = p(2) = p(3) = p(k) = p(5) = p(6) =-;- .

Voorbeeld 2. Het &&nmaal werpen met een zuivere munt geeft aanleiding

tot het volgende WH-veld:
E = [k, M}, (waarbij K staat voor "kruis" en M voor "munt")

met p(K) = p(i) = 3 .

Voorbeeld 3. Het é&nmaal werpen met een punaise kan als resultaat

hebben

P (= Puntstz\) of R (= rug,_L).




Het bijbehorende mathematische model is

E = {P, R} met p(P) =k enp(R) =k

1 2

waarbi]j k1, k2 >0 en k1 + k2 = 1,

Het zal blijken dat de veronderstelling k1 = k2 = %-doorgaans moeilijk
te handhaven is. In het extreme geval dat de punaise de gedaante van
een lange spijker heeft ligt het zeer voor de hand te veronderstellen

dat k1 > k2.

Voorbeeld 4. We werpen tweemaal met een zuivere munt. Het bijbehorende
WH-veld is dan

E = {(K, K), (K, M), (M, K), (M, M)} met
1
p(K, K) = p(K, M) = p(M, K) = p(M, M) = 7- .
N.B. Kortheidshalve schrijven we p(XK, K) in plaats van p((K, K)).

Voorbeeld 5. We werpen weer tweemaal met een zuivere munt en zijn

daarbij geinteresseerd in het aantal malen "kruis" dat geworpen wordt.

Als mathematisch model voor dit experiment zou men kunnen nemen:
1 1
E = {0, 1, 2} met p(0) = p(2) = en p(1) =3 .

3.Gebeurtenissen. (eventualiteiten)

7ij (E, p) een WH-veld met E = {E1, E,s Es» certe

Definitie. Een deelverzameling A van E heet een gebeurtenis. De kans

op de gebeurtenis A (notatie:{P A}) wordt gedefinieerd als

P{a} = ) p(E;) als A # 0
i

en P{¢} = 0,



E heet de zekere gebeurtenis en ¢ de onmogelijke gebeurtenis.

De punten Ei van E heten enkelvoudige gebeurtenissen.

Met behulp van deze definitie en een aantal eenvoudige eigenschappen
van convergente reeksen met positieve termen bewijst men de volgende
drie stellingen.

Stelling 1. Voor elke gebeurtenis A geldt

0 <P{a} < 1.

Stelling 2. Indien we het complement van de gebeurtenis A aangeven
met — A (de negatie van A) dan geldt

P{=4a} = 1 - P{a}.
Anders geschreven P{A} + P{—w A} = 1.
Opmerking. In de literatuur schrijft men voor — A vaak A.
Stelling 3. Zijn A en B gebeurtenissen dan is
P{A v B} = p{a} + P{B} - P{a n B}.
We kunnen dit ook schrijven als
p{a v B} + P{a n B} = p{a} + p{B}.

Opmerking. De gebeurtenis A W B heet de disjunctie, de gebeurtenis
A QB de conjunctie van A en B.

Gevolg. Als AN B = ¢ dan geldt

p{a v B} = P{a} + P{B}.
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Met gaat ook gemakkelijk na dat, als A = U Ai met Ai(\ Aj =0
i=1
voor 1 # J (Ai en Aj zijn voor i # j elkaar uitsluitende gebeurtenissen),

oe]

pla} =] rpfa}
i=1

Opgave. Als A = ;:{ Ai dan geldt

P{A} <

l~18

P{Ai} (ongelijkheid van Boole).

i=1

Hierbij behoeven Ai en Aj voor i # j elkaar niet uit te sluiten.

n
Stelling L. Als A = U A, dan is,

i=1

p{a} =

Whﬂb

pla;} - 1 plan Aj} ) p{a, N A, 0 A+

1=1 i<jsn i<j<kzn

n-1
+oeeee # (=1) P{A1h A0 oovat

Bewijs: De stelling is juist voor n = 1 (en volgens stelling 2 ook
voor n = 2). Neem aan dat de stelling nog juist is voor n = m. We

tonen aan dat de stelling dan ook nog juist is voor n =m + 1.

P{au a,u coova va L} =P{(a VA

1 5 1 V...V Am)lJ A

2 m+1} -

P{a v a_v ...UAm} +p{a .} -P{(a

15 B B VoAV VAN AT =

1 m+1

U.-o ’— n L] =
P{A1 VA, ‘ va } + P{AmH} P{(A1 NA LN (B0 o aa )

m
p{a.} - Pla. 0 4.} + P{A. 0 A.N -+ e
121 s igjg_m t J i§j<k;m ty J 23

m
+Pla,} - Z pla;na b+ ] Pl A; 0 A b -+ s
i=1 1<)zm
 otad - 1 { }
P{A.} - P{A. N A} + P{A.N A. A -
i=1 T i<izmH 1A } i<%<k;m+1 % A0 A

Hiermee is de stelling door volledige inductie bewezen.



De juistheid van stelling 4 is ook als volght gemakkelijk in te zien.
In de opgegeven formule voor P{A} spelen alleen kansen p(Ei) met
Eﬁ.é A een rol. Van elk van deze kansen bepalen we de coéfficient.
Zij Ei een element van A dat in precies r deelverzamelingen Aj ligts
dan is op grond van eenvoudige combinatorische overwegingen de
coéfficient van p(Ei) gelijk aan

) -

- G B m e (P D)

2 r
Het binomium van Newton

r

(a+0)" = ] () & ™"
=0

levert voor a = -1 en b = +1,

0=0"=(-1+ 1)1«:'12' (F) (-1)F =
k=0

r r
= 1 _(1) + (g) - e+ (=1)F (r) >

met als gevolg

r r r-1 ,r
- + LI + s = o
() - () (-0 (E) = 1
De gezochte coéfficient is dus 1 en is dus onafhankelijk van r.
Hieruit volgt dat elke p (Ei) met E; € A de coéfficient 1 heeft.

De opgegeven formule voor_P{A} is dus gelijkwaardig met

p(Ei) = pP{A}.
E,€A



Opgaven

1. Men werpt tweemaal met een zuivere munt. Hoe groot is de kans dat

a de eerste worp "kruis" is,

b de tweede worp "kruis" is,

¢ de eerste &n de tweede worp "kruis" is,
d de eerste of de tweede worp "kruis" is,
e er precies &én maal munt wordt geworpen?

2. Uit de getallen 1, 2, 3, 4 en 5 wordt aselect een getal gekozen
en terzijde gelegd; uit de resterende getallen trekt men daarna

aselect nog een getal. Hoe groot is de kans dat

de eerste trekking even is,

a

b de eerste trekking oneven is,

¢ de tweede trekking even is,

d de tweede trekking oneven is,

e Dbeide trekkingen even zijn,

£ beide trekkingen oneven zijn,

g de eerste trekking < 4 én de tweede trekking > 3 is,
h de twee trekkingen een g.g.d. > 1 hebben,

i de som van de trekkingen > 7 is,

il het product van de trekkingen priem is?

3. Men werpt tweemaal met een zuivere dobbelsteen. Hoe groot is de
kans dat de som van de aantallen geworpen ogen gelijk is aan n
(n=0,1, 2, 3, s0s, 13)%

Zet in een grafiek deze kansen uit tegen n.
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Men werpt driemsal met een zuivere dobbelsteen. Hoe groot is
de kans dat de som van het aantal geworpen ogen gelijk is aan n
(n =0, 1, 2, 3, «+s , 20)7 Zet in een grafie deze kansen uit

tegen n.

Men wérpt n maal met een zuivere munt. Hoe groot is de kans dat

er precies k (0 < k ;=n) maal kruis wordt geworpen?

Men wijst aselect n mensen aan. Hoe groot is de kans dat minstens

twee van deze mensen op dezelfde dag jarig zijn?

N heren hebben tijdens een vergadering hun hoed aan een kapstok
gehangen. Als deze heren na afloop van de vergadering aselect een
hoed van de kapstok nemen, hoe groot is dan de kans dat minstens

een van hen zijn eigen hoed heeft genomen?

Men schrijft aselect k cijfers op. Hoe groot is de kans dat het

cijfer 7 vijfmaal voorkomt?

Men werpt viermaal met een zuivere dobbelsteen.

Hoe groot is de kans op minstens eenmaal 67

Men werpt 24 maal met twee dobbelstenen. Hoe groot is de kans

op minstens eemnmaal dubbelzes?
Op een roulette in Monte Carlo staan de getallen O t.e.m. 36.
Men zegt dat er eens een serie van 28 maal "even" zou zijn

voorgekomen. Hoe groot is de kans op deze gebeurtenis?

Voorwaardelijke kansen.

We gaan uit van een WH-veld (E, p) met E = {E1, E,» E3, ceste
7ij H € E zodanig dat P{H} > O.

Voor een punt Ei € H definiéren we



Dan is (H, p=) een WH-veld.

Definitie: Zij AC E en P{H} > 0, Dan definieren we "de kans op A

onder de voorwaarde H" (notatie p{a | B}) als

P{A | H} = PK(El)
E.€AGE
1
Stelling 1. P{A | H} = -P-%—{DH—%U-
Bewijs:  P{a | H} = p*(Ei) = ) p(E;) _
E.€ AnH E.€AnH PJH
1 1
1 Z PiAN H
= . p(E.) =
PlH} e A 3 PIH

Dit resultaat kan ook geschreven worden als P{A n H} = P{A | H}.P{H}.

Stelling 2. Zij A een gebeurtenis in E en H1, H2""’Hn’ ... €€en
eindig of aftelbaar stelsel gebeurtenissen in E zodanig dat

1) H 0 5, =¢ als 1 # j, 2) E = ) H. » 3) P{Hi} > 0 voor alle i.
i=1

Dan geldt:

p{a} =

1 ~18

p{a | H]J. p{u.}.
1

Bewl]s:

p{a} = p{anE} = P{A D (O H, )}
i=1

n<s

'P{A N H}
1

I

pf.

] (Anu)} =

ne~18

i

21 p{a | B}, P{H}.
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0,
Opmerking. De voorwaarde E = V Hi kan vervangen worden door
o0

Ac \J H.. i=1
i=1 *
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Opgaven.

1. We hebben de beschikking over een zuivere munt en een zuivere

dobbelsteen. Op de munt is op de "kruis" kant een O en op de "munt"
kant een 1 aangebracht. We maken eerst een aselecte keuze uit de
collectie "kruis, dobbelsteen'" en werpen daarna met het gekozen

object één maal. Hoe groot is de kans dat er een 1 geworpen wordt?

2. We hebben de beschikking over N vazen V1, V2, ses Vn. In de vaas
V.
i

zitten i witte en N-i zwarte knikkers (i =1, 2, ... , N).

Eerst wordt aselect een vaas aangewezen; daarna worden uit de

gekozen vaas aselect met teruglegging twee knikkers gekozen. Hoe

groot is de kans dat beide knikkers wit zijn?

3. We hebben weer de beschikking over N vazen zoals in vraagstuk 2 is
aangegeven. We wijzen eerst aselect een vaas aan en nemen uit de
gekozen vaas aselect en met teruglegging n knikkers. Als al deze

knikkers wit zijn hoe groot is dan de kans dat er bij nog een trekking

uit dezelfde vaas weer een witte knikker te voorschijn komt?

5. Als P{H} > 0, toon dan aan dat

i@

o'

o

Heu

o

Pig| B} =0, P{E| B} =1, 0 <P/A | H} <1
P{(—~ 4) | H} = 1- P{a | H}
p{(avB) | B} =P{a | B} + P{B | B} - P{(An B) | H}

Als A

1]

=
|-—|n

o
o
2]
‘.J
0

1]

! C;:s
=
o
o
B
'_.l
®

Als A

P{a | B} = f p{a, | H- [ P{(a;n As) | 1} +

1 i<jzn

+ i(gZ P{(a, n A0 A | B -+ .
J<ksn
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£ Als ACBenP{a} >0 dan is
Pi{B | A} =
g Als AC Ben P{B} >0 dan is
p{a | B} = § g} .
h Als A en B elkaar uitsluitende gebeurtenissenvzijn en P{B} >0

dan is
p{a | B} =

Onafhankelijkheid van gebeurtenissen.

7ij HC E met P{H} > 0. In vele gevallen kan men constateren dat

voor zekere gebeurtenissen A geldt
p{a | "} # P{a}.

Intuitief gesproken wil dit zeggen dat de informatie betreffende
het optreden van de gebeurtenis H het optreden van een gebeurtenis
A kan belnvloeden. Vergelijken we het percentage van de gehele
Nederlandse bevolking dat aan zekere ziekte A 1ijdt met het
percentage van de tegen ziekte A ingeénﬁe Nederlanders dat aan
ziekte A 1ijdt dan zal heel vaak het eerste percentage groter zijn
dan het tweede.

We zouden kunnen defini8ren dat de gebeurtenis A afhankelijk is
van de gebeurtenis H (met P{H} > 0) als P{A | H} # P{A}] en dat

A onafhankelijk is van H als

p{a | H} = P{a}.

Voor PJ{A | H} # P{A} kunnen we schrijven

pla n H} # P{A}. P{H}.

P{A} is gelijkwaardig met

{

| {

en P{A | H}
I p{a}. p{u}.

P{A n H}
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Naar aanleiding hiervan geven we de volgende

Definitiet De gebeurtenis A heet stochastisch onafhankelijk van de

gebeurtenis H als

p{an u} =p{a}. PE]

en stochastisch afhankelijk van H als P{ANn E} # P{A} P{H}.

Opmerking. In deze definitie wordt niet ge&ist dat P{H} # 0.
Gevolg: Als A (on)afhankelijk is van H dan is ook H (on)afhankelijk

van A. We kunnen dus zonder meer spreken over twee

(on)afhankelijke gebeurtenissen.

Stelling 1. Als A en H onafhankelijk zijn dan zijn ook de volgende

paren gebeurtenissen onafhankelijk

(A, H , (A, =H), (=A, =H).

Bewijs:
P{a} = P{EA H} = P{(=A)V A) n H} =
= P{((=a)n H)V (An H)} = P{(—~A)a B} + P{A n H]
= P{(=4) n B} + P{a}. P{H}

Dus: p{(=4a)n #} = P{H} (1- P{a}) = P{=A}. P{H].

De rest van het bewijs wordt als opgave aan de lezer overgelaten.

Oggaven.

1. We werpen tweemaal met een zuivere munt. A zij de gebeurtenis
"de eerste worp is kruis" en B de gebeurtenis "de tweede worp
is munt".

Zijn A en B onafhankelijk?
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Uit de getallen 1, 2, 3 en 4 worden aselect zonder teruglegging
twee getallen gekozen. A zij de gebeurtenis "de eerste trekking is
even", B de gebeurtenis "de tweede trekking is even". Zijn A en B

onafhankelijk?

We werpen tweemasl met een zuivere dobbelsteen. A is de gebeurtenis
dat het aantal ogen van de eerste worp <5 is. B is de gebeurtenis
dat de som der aantallen ogen van beide worpen gelijk is aan 8

Zijn A en B onafhankellgk?

Stochastische funkties (stoéhastische variabelen)

Definitie. Een stochastische funktie is een reéelwaardige funktie
op een WH-veld (E, p).

Stochastische funkties zullen we doorgaans aanduiden met de letters

U, v, W, X, Y en Z, eventueel voorzien van de nodige indices.

Definitie. Indien X een stochastische funktie is op (E, p) en

de reeks

is absoluut convergent, dan heet de som van deze reeks de (mathe-
matische) verwachting van X.
Notatie:
o0
C(x) = | X&) p(g)

i=1
Voor & (X) schrijven we ook vaak e

Opmerking. Men spreekt alleen van &(X) als de reeks Z X(E ). p(E )
absoluut convergeert. Dit wordt voornamelijk gedaan m é(X) niet
afhankellgk te doen zijn van de nummering van het WH-veld

E = {E1, Eys Ess ceote

&
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Stelling 1. Een stochastische funktie die op geheel E de constante

waarde a sanneemt heeft de verwachting a.
Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit de definities.

Stelling 2. Indien X een stochastische funktie is met verwachting

f(X) dan is voor elke constante a

€(a x) = a. €(X).

No~—18
Br~18

a. X(E,). p(E;) = a. &(X).
1

Bewijs: (a X) (Ei). p(Ei) =

1 i
Ga na dat &(a X) inderdaad bestaat.

Stelling 3. Zijn Aen Y stochastische funkties met verwachtingen
&(X) en €(Y) dan bestaat ook de verwachting van X + Y en er geldt

B(x + 1) =8(X) +8(y).

Bewijs: Dat (X + Y) bestaat berust op de ongelijkheid

lx +y] = || + |y

Verder is \(Q,(X +Y) =
i

It o~1 8

1 (X +Y) (Ei)' p(E;) =

1]
o~18

1 {x(g,) + v(E)}. p(E;) = 121 X(E,). p(B;) + 121 Y(E;). p(B;) =

= €(x) + &(1).

Opmerking. € kan dus worden opgevat als een lineaire funktionaal
op de lineaire ruimte van alle stochastische funkties X waarvoor

) X(Ei)' p(Ei) absoluut convergeert.
421
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Stelling 4. Zij X een stochastische funktie waarvan ExM),
(n=1,2, 3, ...) bestaat. Dan bestaat ooke(Xn_1).

Bewijs: Dit berust op de volgende ongelijkheid

xn—1<xn+1alsx;0.

Definitie. Indien X een stochastische funktie is zodanig dat

g . 2

en deze grootheid heet de variantie van X.

Notatie: Var(X) = (X - pX)g.

De vierkantswortel uit Var(X) heet de spreiding of ook wel de standaard-

afwijking van X. T

Voor de spreiding van X schrijven we vaak o, (of kortweg ¢ als

X
misverstand is uitgesloten) zodat Var(X) = ci.

Stelling 5. Var(X) =8(x%) - u;.

Bewijs: Var(x) = &(X - L'X)Q

=8(x°) - o B +uf = (87) -,
Stelling 6. Var (a X) = a2, Var (x),

(a constant).

Var (X + a) = Var (X)

Bewijs: Volgt onmiddellijk uit de definities.
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Opgaven.

1. i E = {0, 1}, p(0) = a en p(1) = 1 - o = B,
Bereken vaen de volgende stochastische funkties de verwachting en

de variantie

a X: E -~ R met X(0) = 1 en X(1) =0 .
b Y: E >R met Y(0) = 0 en Y(1) = 1.
)\ Ai
2. zij E= {0, 1, 2, 3, ...} met p(i) = e  IT (i =0, 1, 2, 3, «ea)s

Als X(i) = i voor alle i & E bereken dan

?i(x) en Var (X).

3. 72ij E= {0, 1, 2, 3, ««. , n} met p(i) = (?) ok (1=a)™1, (0<0<1).
Als X1(i) =1 en X2(i) = 1% bereken dan de verwachting en de
variantie van X1 en X2.

k. Wat kan men concluderen uit Var (X) = 0 ?

7ij X een stochastische funktie met verwachting u en spreiding o # 0.

Dan heet de funktie

de bij X behorende genormaliseerde stochastische funktie.

i

Stelling 7. &(X) = 0 en Var (X*) = 1.

Bewijs: _ f(Xx) = \8('}%‘3) = % C(x - q) =
1
s = E‘t {E(X) - U} = 0,
Var (X°) = Var (zﬁﬁ) = 12 . Var (X - p) =

Q
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g

Definitie. Zijn X en Y stochastische funkties met verwachtingen
B, en v

X Y
gedefinieerd door

dan wordt de covariantie van X en Y (notatie Cov (X, Y))

cov (X, ¥) = &((X-1,)(Y-u,)).

X Y

Ga na dat deze definitie zinvol is zodra E(Xg) en \e(Yg) bestaan.

Opgave: Toon aan dat Cov(X, Y) =& (x.Y)- Uy ey

Stelling 8. Indien X1, Xps oo s Xn stochastische funkties zijn
met eindige spreidingen 01, 02, cse o On en Sn = X1 + X2 + ... + Xn
dan geldt

: n
Var (8 ) = Z o, + 2 z Cov (X., X.)
| ntox=r K4 v

+ ... +X ) =

Bewijs: Var (Sn) = Var (X1 + X, 0

2
ot e ¥ xn)) =

<4

€(x,

X2 + ... ¥+ Xn - %3(X1 + X

It
né
>
+

2
1 X2 + .. + Xn - (u1 Uy o + un)) =

I
g
%

) (=) e+ (X = w00 =
th 2
= C ( 21 (X, - u,)" + 2 iZj (%5 = ug) (X = uy)) =

of + 2 ] Cov (X., X.).
i Ll 1?7
1 1<]

]
o~

Definitie. Zijn X en Y stochastische funkties met eindige varianties

# 0 dan wordt de correlatie co&fficient van X en Y (notatie po(X, Y))

&

gedefinieerd door
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o(X, Y) = Cov (XF, ¥¥)

Opgave: Toon aan dat p(X, Y) = E%E;LE%FXQ_.
X"y

Stelling 9. Altijd geldt |o(X, ¥) | < 1.
Als |o(X, Y)| = 1dan is Y = a X + b, waarbij a en b constanten

zijn.

Bewijs: Var (Xx + Y*) = var (x*) + 2 Cov (Xx, Yx) + Var (¥7) =
=2(1 + o(X, Y))

Aangezien Var (x* + ™) > 0, moet wel gelden
Lo(x, )| = 1.

Als o(X, Y¥) = 1 dan geldt Var (X* - ¥©) = 0.

Maar dit houdt in dat X© - Y constant is (behalve misschien op de

punten E, waarvoor p(Ei) = 0). Op het "relevante deel" van E geldt dus

" X—UX Y—UY
XX - Y = ¢ zodat - ——=—= ¢ met als gevolg ¥ = a X + b met
o] o
X Y
o o

a = ET en b=y - ET Wy = ¢ 0, . Het geval p(X, Y) =1 kan analoog
worden behandeld.

Stelling 10. (Ongelijkheid van Bienaymé - 6eby§ev)

7ij X een stochastische funktie met verwachting u en variantie 02.

Dan geldt voor elke t # 0 dat

2
Pl 20} 2% -
t

p(E, ).

Hierbij is P{|X-u| > t} = i

[X(B - |28
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Bewijs: o° = Var (x)= ) (X (E) - u)2 p(E,) >
EieE . *

> 7 (x (B) - wPp(E) 2% ] p(E;) = % « P{[x-u28}.
EieE EieE
IX(Ei)"ulf_-_t IX(Ei)"“];t

Als t # 0 dan geldt dus

n

Plx-ul 24} £ % .
t

Opmerking. Voor t = a o (# 0) wordt dit

P{lx-u| 2o« o} <15
a
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T. Stochastische onafhankelijkheid

Zij X een stochastische funktie op een WH-veld (E,p); dan defini&ren we

plx = x} %% p{x7'(x)}.

Zij ook Y een stochastische funktie op (E,p). Dan heten X en Y

(stochastisch) onafhankelijk indien voor alle reéle x en y geldt

Pxx)AY (1] = pix ()} - Bl ()]

Voorbeeld. zij E = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} met p(0,0) = o - B8,
p(0,1) = a(1 - B), p(1,0) = (1 = 0)B en p(1,1) = (1 = a)(1 - B) waarbij
0 <a, B< 1. Als voor elk punt (x,y)e E X(x,y) = x en Y(x,y) = y,

dan zijn de funkties X en Y stochastisch onafhankelijk. Ga dit na.

Zij X weer een stochastische funktie op het WH-veld (E,p). Aange-
zien E hoogstens aftelbaar veel punten Ei bevat zal X hoogstens aftel-
baar veel verschillende waarden aannemen. De door X aangenomen weaarden
zullen we aangeven met Xys Koy Xgs oo o Definiéren we nu
f(xi) = P{X = xi} dan is de verzameling E= {x1, X5s x3, ...} met de
daarop gedefinieerde funktie f een WH-veld. Dit is als volgt in te zien:
het is duidelijk dat f(xi) 20voor i =1, 2, 3, ...; daar we aangenomen
hebben dat X, # Xj als i # j kunnen we schrijven

1 = p{E} = P{X_1(x1)uX_1(x2)uX_1(x3)u oo} =

(X—1(xi) en X—1(xj) zijn disjunct als i # j)

= if P{X—1(Xi)}= E P{X=X'} = O_Z‘: f(xi)'

i=1 i
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Bewijs. &(X) = ) X(E, )p(E,) = | ) X(E, )p(E;) =
i=1 j=1 X(E., )=x.
177
v - -1, 1
= 7 X v P(E;) = ) x, Pix (xj); =
J=1 X—1(X,) J=1
J
= ) x. flx.)
PR

-1 8

Ga na dat ) x. f(x.) inderdaad absoluut convergeert.
J=1

Stelling 12. Als X en Y (stochastisch) onafhankelijke stochastische
funkties zijn op een WH-veld (E,p), terwijl Var(X) en Var(Y) bestaan,
dan geldt dat &(X ° Y) bestaat en gelijk is aan

E(x - 1) = Ex) < &(Y).

Bewijs. Dat éjX * Y) bestaat is een gevolg van de ongelijkheid

2 2
, JX _ty
IX yl - 2 ®
- a 3 = T i ~ k o ’ o] T ——
Verder is &(X ° Y) L (X - Y)(E.,) - p(E.) L X(E.)Y(E.)p(E.) =
i=1 1 1 i=1 1 1 1
. T v _
k=1 L )=x,
.k X(El) XJ
Y(E; )=y,
\y o
= L Xj yk , 1\.‘, P(Ei) =
j.k=1 X(Ei)=x,
Y(Ei)=yk
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|
o1 8

=1 - -1 5
X PiX (xj)} ) Vi 125 (r )t =

j=1 k=1

&x) - &Y).

Stelling 13, Als X en Y stochastisch onafhankelijk zijn en beide

eindige variantie bezitten dan geldt

Cov(X,Y) = O.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de vorige stelling en de betrekking

Cov(X,Y) = &X » ¥) - &X) « £(Y).

Stelling 1k4. Indien de op hetzelfde WH-veld (E,p) gedefinieerde
stochastische funkties X;, X5 «ves X, paarsgevijs (stochastisch)
onafhankelijk zijn, en allen eindige varianties bezitten, dan geldt
dat

Var(X, + X, + ... + Xn) bestaat en gelijk is

2

aan Var(X1) + Var(Xg) + ... + Var(Xn).

Bewijs. Uit het bewijs van stelling 8 blijkt dat Var(X1 + o.. + Xn)

bestaat en gelijk is aan

¢ .
1 Var(Xi) + 2 ifj Cov(Xi,Xj).

Hos

i
Daar Xi en Xj voor i # j stochastisch onafhankelijk zijn is volgens de

vorige stelling

COV(Xi,Xj) =0 (i#j).

Hieruit volgt de bewering onmiddellijk.
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Opgaven. 1. Als X en Y stochastisch onafhankelijk zijn dan zijn ook de
bij X en Y behorende genormaliseerde stochastische funkties X enY
onafhankelijk, en omgekeerd.

2. 7Zij X X5s
onafhankelijke stochastische funkties op het WH-veld E = {0,1} met

.»+s X een stelsel paarsgewijs (stochastisch)
p(0) =a enp(1) =1 -a (0 a=~ 1), zodanig dat

voor alle 1 = 1, 2, ..., N,

>

—
-

N
il
-

Indien X = X, + X2 + ... * Xn, bereken dan Wy en o

Bereken ook E ) en Var(i)

Xu

Stelling 15. 2ij X, X2, X3, ... een oneindige rij paarsgewijs onafhan-
kelijke stochastische .funkties op het WH-veld (E,p) zodanig dat

f(Xi) =y
vocr i = 1, 2, 3, .a.
Var(Xi) =G

dan geldt voor elke positieve ¢

Sn
lim P{l= - u| _

= O’
n>re
waarbi] S =X, X, e X
n
Bewijs. & ) f, = (X e #EEXp ==
Sn ]
Var(;r) = ;’2' < Var(Sn) =

_ lw i ) ) .
= z lVar(X,l) ¥ oee. F Var(Xn)} <

= : nG = —.

=3 fo]

1
2
n
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S
Volgens de ongelijkheid van Bienaymé-CebySev met X = -n_n_ kunnen we dan
schrijven
Sn
Var (=)
P{l;;r'l“- ul 2 el 2 —5— 2n

€

wm

n G
en wegens Var (—n--) < kunnen we concluderen dat

1 G
PR - uf 2 ¢} < —%— .
n ¢ ¢

Aangezien lim -’—E—-é- = 0 volgt de stelling.
n* n ° €
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Collogquium "Waarschijnlijkheidsrekening" (1968-1969)

Spreker: H.G.J. Pijls

8. Stochastische onafhankelijkheid (vervolg).

Laat (E,p) een WH-veld zijn.

De gebeurtenissen A en B (A, B C E) heten onafhankelijk indien
p{a N B} = P{a} P{B}.

Wij gaan nu definiéren wat we zullen verstaan onder: de gebeurtenissen

A,B en C zijn onderling onafhankelijk.

Een rechtstreekse generalisatie van de eis in de bovenstaande definitie

levert de conditie:
p{a n B Nc} = p{a} p{B} P{c}. ()

Deze voorwaarde () blijkt evenwel noch nodig noch voldoende voor de
paarsgewijze onafhankelijkheid van A,B en C. Dit blijkt uit de volgende

voorbeelden.

Voorbeeld 1.

Men werpt met een lY-kantige "dobbelsteen'. We definiéren:
A= {(1),(1)}

B = {(2),(4)}

c={(3),("}

Dan zijn A,B en C paarsgewijs onafhankelijk maar er is niet voldaan

aan (+); ga dit na.

Voorbeeld 2.
In een vaas bevinden zich 8 briefjes: b1, b2, csey b8. Het briefje

b, draagt als opschrift 1. (k=1,2, ...,8), waarbij:

k k
1, = (111) 1 = (011)
1, = (101) 1g = (010)
13 = (100) 1, = (010)
1, = (“100) 1g = (001).
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Men trekt een briefje uit deze vaas. Laat Ai (i=1,2,3) de gebeurtenis

zijn dat het i-de getal op het getrokken briefje een 1 is. Dan geldt:
P{A, N A, N A3} = p{a,} P{a } P{A3}°

Maar A,, A, en A zijn niet paarsgewijs onafhankelijk.

12 72 3

Wij zullen nu A,B en C onderling onafhankelijk noemen indien A,B en C
paarsgewijs onafhankelijk zijn en bovendien () geldt.

De algemene definitie van onderlinge onafhankelijkheid van een n-tal

gebeurtenissen luidt als volgt:

Definitie. De gebeurtenissen A, , A, ..., A heten onderling onafhanke-
i —— 1 2 n

lijk indien voor alle combinaties 1 <i<Jj<k<oeoo 2ngeldt:
(

P{a; N Aj} P{A,} P{Aj}

plas} Pia} i

P{a;N AN AL

( P{a,N A, N ..ona} =Pia} P{A} ... P{a }.

(dit zijn oM n-1 relaties).

Wij gaan nu over op stochastische funkties op (E,p). De stochastische
funkties X en Y heten onafhankelijk indien de gebeurtenissen X-1(x)
en Y-1(y) onafhankelijk zijn voor alle x en y & R.

Als X, Xy s00s Xn stochastische funkties zijn, dan definiéren we:

12 T2

= - _ def -1 -1 -1
P{X,=a,, X 785, «.o) x=a } = P{x] (a,) NX; (a) N ..nNX (a )}

Definitie, De stochastische funkties X1, X2, eosy Xn heten onderling

onafhankelijk, indien de gebeurtenissen X?1(a1), X;1(a2), coos X;1(an)

onderling onafhankelijk zijn voor elk n-tal reéle getallen 81y Bpy oossle
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We bewijzen nu dat stochastische funkties onderling onafhankelijk zijn,

indien voldaan is aan een relatie die correspondeert met de betrekking ().

Stelling 16. De stochastische funkties X X2, csoy Xn zijn onderling

1’
onafhankelijk, indien voor elk n-~tal reé€le getallen 845 2

geldt:

2, LICIE Y an

= = 1 = J =, j =,
P{X,ma,, X 7a,, ooy X =a} =P{X=a}P {X,=a,} oo0 P{X =a }.
Bewijs.

We bewijzen het geval n=3. Het algemene geval wordt analoog bewezen.
Op grond van symmetrie-overwegingen behoeven we slechts te bewijzen
dat voor elk paar reéle getallen a en b geldt:

P{X,=a, X,=b} = P{X =a} P{X,=b}.

2 1

Laat {c1, Cso ue,} de waardenverzameling van X, zijn. Dan geldt:

3

{U(X ) N (b) 0% (e, )]

P{X =a, X
k=1

2=?}

k£1 P{xX] "(a) n X, "(6) N X3 (e k)}

= =af o = 1«: -1 4

k§1 P{x;=a}. P{x=v}. P{X] ()}
= P{x,=a}. P{X,=b}. P{é:ﬂ X;1(ck)}
= P{X =a}. P{x,=p}.

Bij het bewijs van de volgende stelling zullen we de volgende lemma's

gebruiken:

Lemma 1. Laat OZ— (Ak) een stelsel van elkaar uitsluitende ge-

beurtenissen zijn; zo ook het stelsel 15'— (B ) » Laten A en B on-
k=1 o

afhankelijk zijn voor alle A€ UZ, B 65 . Dan zijn ook U Ak en

w k=1

\J B, onafhankelijk.

1=1 T
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Bewijs.

Dit volgt uit de volgende gelijkheden.

P(U A n (U B =p \J (o nB)}=
{k=1k =1 1 {k,gAk V)

P{a, N B}

]
H=e~3 8

el ©

1D{kL=)1 At P{l\i B, }.

Lemma 2. Als de gebeurtenissen A,B en C onderling onafhankelijk zijn,
dan zijn ook A N B en C onafhankelijk.

Bewljs.

P{(AnB) N ¢} = p{a} P{B} Pic}

It

H

p{a N B} P{c}.

Stelling 17. Laten X1, X2, soas Xn onderling onafhankelijke stochas-

tische funkties zijn op een WH-veld (E,p). Als U een funktie is van

X1, X2,-°oo, Xk en V een funktie van Xk+1’

dan zijn de stochastische funkties U en V onafhankelijk.

coss Xn’ waarbij k < n,

Bewijs,

We bewijzen het geval n=3. Het bewijs van het algemene geval verloopt
analoog.

Op grond van symmetrie-overwegingen behoeven we slechts het volgende
te bewijzen:

Laten XT’ X2, X_ onderling onafhankelijke stochastische funkties zijn.

3
Als f: RxR >R en g: R +R willekeurige funkties zijn, dan zijn ook
de stochastische funkties Y = f(X],Xe) en Y, = g(X3) onafhankelijk.
We moeten daarvoor santonen dat de gebeurtenissen Y;1(y1) en Y;1(y2)

onafhankelijk zijn voor alle Yis V€ R.
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Nu geldt:

-1 -1 -1
Y, (y,) = U (X7 (x )N X, (x.))
7 (x1 ,xz) ef‘_1(y1) 1 2 o

Immers, voor EfaE geldt:
Y1(Ei) =y, d.e.s.d. als 3x1,x2 & R met X1(Ei)

%4

X

X5(B;) = x,

en f(x1,x2) =¥,

Evenzo geldt:

gley - Y Kl

)e
-1 3
X3€8 (yg)

3

Nu is X;1(x1) er;‘(x2) # § voor slechts aftelbaar veel paren (x1,x2)
(immers, de waardenverzamelingen van X, en X2 zijn beide aftelbaar).
Verder is het stelsel {X;1(x1) N X;1(x2)I(x1,x2)€.f_1(y1)} een stelsel
van elkaar uitsluitende gebeurtenissen.

Evenzo is X_1(x ) # @ voor slechts aftelbaar veel waarden van x3 en is
het stelsel {X3_1(x3)|x3e;g—1(y2)} een stelsel van elkaar uitsluitende

gebeurtenissen.

Uit het gegeven, dat X1,X2 en X3 onderling onafhankelijk zijn, volgt,

dat de gebeurtenissen X;1(x1)n X;1(x2) en X
(Lemma 2).

~1

3 ) onafhankelijk zijn

(x3

Uit Lemma 1 volgt dan dat Y;1(y1) en Y,

onafhankelijk zijn. Hiermee

is het geval n=3 bewezen,

Opgaven

1. Laten A,B en C onderling onafhankelijke gebeurtenissen zijn. Dan

zijn A U B en C ook onafhankelijk.

2. Laten X1,X2, ooy Xn onderling onafhankelijke stochastische funkties

zijn.” Dan geldt:
Ex,.x, ... x ) =Ex).Ex) .. Ex).
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9.Genererende funkties-

Definitie. Laat X een stochastische funktie zijn op een WH-veld (E,p)

seo « Op de verzameling W = {x1,x2, ,ee} definiéren

met waarden x1,x2,x3,
we de funktie f als volgt:
def _
f£(x;) = P{X = x, }

Dan is (W,f) weer een WH-veld, dat de verdeling van X heet.

Als de waarden van de stochastische funktie X gehele getallen 3> 0 zijn
(i.e. Wc:gt/{O}), dan kunnen we de verdeling van X identificeren met de

rij {a_}  ,waarbij:
n n=0

De machtreeks

0

P(s) = ¥ n ()
S néo ans

heet de genererende funktie van de stochastische functie X (of: de ge-

nererende funktie van de rij {an}),

Als R de convergentiestraal van de machtreeks (») voorstelt dan is
R>1 (immers voor s=1 conjgrgeert de reeks). De genererende funktie
P(s) van de verdeling {an} is dus een analytische funktie van s

voor |s| < 1. =0

Tn verband met bovenstaande definitie beschouwen we in deze paragraaf

slechts stochastische funkties met waarden in N Y {O}@

Uit bovenstaande definitie volgt dat de genererende funktie van een
stochastische funktie X bepaald wordt door de verdeling van X. Omgekeerd
geldt: als P(s) de genererende funktie van een stochastische funktie
X is (P(s) is dan noodzakelijk analytisch in s=0), dan kunnen we de

verdeling van X berekenen (ontwikkel P(s) bij s=0 in een machtreeks).

Voorbeeld,
Men werpt met een dobbelsteen. Laat X het aantal ogen zijn dat men
werpt. De genererende functie P(s) van X is:

P(s) = %‘(s + 52 + s3 + sl‘l + s5 + 86)
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6
_s(1-8")
T 6(1-s)

Laten nu gegeven zijn twee stochastische functies X en Y op een zeker
WH-veld (E,p), die stochastisch onafhankelijk zijn. Laat de verdeling
van X resp. Y gelijk zijn aan {an} resp. {bn}’

Laat {cn} de verdeling zijn van de stochastische functie S=X+Y.

Dan is

c_=P{s=n} =P{X+Y=nl.

De gebeurtenis (X+Y=n) is de vereniging van de volgende gebeurtenissen:

(X=0, Y=n), (X=1, ¥Y=n-1), ..., (X=k, ¥Y=n-k), ..., (X=n, ¥Y=0),
n
Dus: pP{x+¥=n} = P{|J (X=k, Y=n-k)}.
k=0

Daar de genoemde gebeurtenissen elkaar uitsluiten geldt:

n
P{x+Y=n} = ] P{X=k, Y=n-k}.
k=0

X en Y zijn stochastisch onafhankelijk en dus:

n
P{X+Y=n} = [ P{X=k} P{Y=n-k}.
k=0
n
Ofwel: e, = kzo ay bn—k°

We voeren nu de volgende definitie in:
Definitie Laten {an} en {bn} rijen van reéle getallen zijn. De rij

{c }, gedefinieerd door:
i §
c_ = a b
no 2o k n-k

heet de convolutie van {an} en {bn}ﬂ

Notatie: {cn} = {an} *-{bn}.

We hebben dus bewezen dat de verdeling van X+Y gelijk is aan

CNESLNE

&



3k
We vragen nu naar de genererende funktie van X + Y.

Lemma. Laten {an}en {bn} rijen van re&le getallen zijn zodanig dat

de machtreeksen
P(s) = ] a s  en Q(s) =
n
n=0 n=0

8

b sn

il &~

beide een convergentiestraal > 1 hebben. Laat de ri] {cn} gedefinieerd
zijn door
Lo o .
{cn} Lan} >* {bn} ®

Dan heeft de machtreeks

R(s) = Z cnsn
n=0

ook een convergentiestraal > 1 en bovendien geldt

R(s) = P(s) Q(s).

Anders geformuleerd:
Als P(s) resp. Q(s) de genererende funktie van {an} resp. bn} is,

I
1
dan is R(s) = P(s) Q(s) de genererende funktie van {an} *‘{bn}°

We vatten deze resultaten samen in de volgende stelling.

Stelling 18. Laten X en Y onafhankelijke stochastische funkties zijn
met waarden in & U {0},

1

Laat de verdeling van X resp. Y gelijk zijn {a_} resp. {bn! en laat

a
de genererende funktie van X resp. Y gelijk zi?n aan P(s) resp. Q(s).
Dan geldt:

a) De stochastische funktie X + Y heeft de verdeling {an} *-{bn}°

b) De stochastische funktie X + Y heeft P(s) Q(s) tot genererende

funktie.

Gevolg . X1,X2, °o°,Xn zijn onderling onafhankelijke stochastische

funkties met waarden in W U {0}. Laat de genererende funktie van X
gelijk zijn aan Pk(s) (k=1,2, ...,n). De stochastische funktie

F + + o.0 + .
5% X, +X, X  heeft dan P1(s) P
funktie,

2(8) coo Pn(s) tot genererende
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Bewijs
Dit gevolg wordt bewezen door Stelling 18 toe te passen op de funkties
Xk+1 en X1 + X2 + oo F Xk voor k=1,2, ...,n~1; dat Xk+1 en

X1 + X2 + .00 + Xk onafhankelijk zijn volgt uit Stelling 17.

Oggaveno

1. X is een stochastische funktie gedefinieerd op zeker WH-veld met
wearden in N u {0}; & (X) en %(Xg) bestaan. Laat de genererende
funktie van X gelijk zijn aan P(s). '

Bewijs:

a) € (x) = p'(1)

b) B (x%) = P'(1) + P (1)

¢) Var (X) = P'(1) - P'3(1) + ' (1),

2. a) X is een stochastische funktie met waarden in N W {0}. De ge-
nererende funktie van X is gelijk aan P(s).
Bewijs:
p(s) = B(s¥) (0 <5< 1),

b) Bewijs Stelling 18b) m.b.v. a) en Stelling 17.

3. a) Laten X en Y onafhankelijke stochastische funkties zijn, ge-
definieerd op een WH-veld (E,p).
De verdeling van X resp. Y is gelijk aan (W1,f1) resp. (Wz,f2)°
2ij W= W 0 W
Dan geldt:

Px =Y} = ] f(x)glx)
XEW

20

b) Zijf]: de verzameling van alle stochastische funkties gedefinieerd
op (E,p). Zij XZEiz: Dan geldt: X en Y zijn onafhankelijk voor
alle Yej”pdae.sed, als X constant is.

4. Men werpt n maal met een "zuivere N-kantige dobbelsteen". Zi] X,
het aantal ogen dat men bij de k-de worp werpt. En zij S het totale
aantal geworpen ogen.

a) Bewijs dat X Xy o) onderling onafhankelijk zijn.
6} Laat zien hoe men P{S = k} berekent.
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(Bernoulli~proefneming).

Een zeker experiment heeft slechts twee mogelijke uitkomsten:
S(succes) en M(mislukking). De kans op S is gelijk aan p.
Men voert dit experiment n maal uit.

Bereken de kans op precies k successen.

(Poisson-proefnemingen) .

Men voert n experimenten uit. Ieder experiment heeft de uitkomst-

mogelijkheden:
S(succes) en M(mislukking). Het k-de experiment heeft een kans

P, OP succes. Bereken de kans op precies k successen.
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Vraagstukken Waarschijnlijkheidsrekening (1968=1969)

1. Men heeft n verschillende paren schoenen in een kast., Als men uit
deze kast aselect m schoenen kiest hoe groot is dan de kans dat

er zich onder deze m schoenen minstens &&n paar bevindt?

2. Men werpt 5 maal met een zuivere munt. Hoe groot is de

kans dat men minstens drie maal achtereen "kruis" werpt?

3. Men heeft een vaas met daarin n briefjes, genummefd met 1, 2, 3,
esey n. Uit de vaas worden aselect (zonder teruglegging) r briefjes
gekozen. Hoe groot is de kans dat onder de gekozen briefjes de

nummers 1, 2, 3, ..., N voorkomen.

L. Men werpt drie maal met een zuiveredobbelsteen. Als bekend is dat er
tenminste &&n maal 6 geworpen is hoe groot is dan de kans dat er

twee of meer 6-en geworpen zijn?

6. Hoe groot is de waarschijnlijkheid, dat in een pak van 52 bridge-
kaarten (na goed schudden) geen van de L4 azen op een andere aas
ligt?

T. (Bridge).
Noord en Zuid hebben samen 10 troeven, waaronder de Aas. Hoe groot
is de kans dat de overige 3 troeven in &én hand zijn. Als verder
bekend is, dat zich onder deze 3 troeven de Heer bevindt, hoe

groot is dan de kans dat deze "sec" zit?

8. Een open snoer met n kralen wordt direct links van een aselect
gekozen kraal in tweeén geknipt. Met de rechterhelft doet men
hetzelfde. Bepaal de verdeling van het aantal kralen in het
middenstuk.
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9. Een zeker gebouw heeft n verdiepingen. In de lift bevinden zich
r personen. Hoe groot is de kans dat de 1lift precies k verdiepingen

moet aandoen?

10. (Het lucifersdoosjes-probleem van Banach).
Fen zekere wiskundige heeft twee doosjes lucifers op zak (ieder
doosje bevat N lucifers). Steeds als hij nu een lucifer nodig
heeft, kiest hij aselect een doosje en neemt daaruit een lucifer.
Op zeker moment ontdekt hij, voor het eerst, dat het gekozen doosje
leeg is. Hoe groot is de kans dat het andere doosje dan nog
precies k lucifers bevat?
Hoe groot is de verwachting van het aantal lucifers in dit doosje?
Bereken deze verwachting voor N = 50.

n
11, Op het WH-veld E = I {0, 1} met p(a1, a

i=1
(0 < a < 1), waarbij i = het asantal nullen in {a1, By eees an},

. . n_-
2, e 20y an) = al(1-a) 19

beschouwt men de stochastische funkties X1, X2, sensy Xn die als

volgt gedefinieerd zijn

Xi(aT’ B sees an) =0 als a; = 0,

1.

Xi(a1, 8y eees an) =1 als a;

Toon aan dat X, en Xj (i # j) stochastisch onafhankelijk zijn.

Indien X = X, + Xy + ooe X s bereken dan

X X
Hys Oy o f(z) en Var (H)'

12, 2ij X een stochastische funktie op het WH-veld (E, p) en
v : R > R. Dan is ook ¥ o X met (¢ °X)(Ei) = w(X(Ei)) een stochastische
funktie op (E, p). Als f(w o X) bestaat dan geldt

Coo X = T wix) £lx).
k

Toon dit aan.
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1h.

15.
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Indien ¥: R + R niet negatief, even en op x 2. 0 monotoon stijgend
is en X is een stochastische funktie op (E,p) dan is, onder de
voorwaarde dat €(y e X) bestaat,

P{|x] > ¢} ;5—‘%&@- (t > 0).

Pt

Een stad heeft n woonblokken wsarvan er nj zijn met xj inwoners

(n = n, +n, + «ve). Uit deze n blokken kiest men aselect r ver-
schillende en telt hietrin het aantal inwoners. Zij X1, X2, caey Xr
het aantal inwoners in de r gekozen blokken en zij
Sr = X1 + X2 + s0e + Xr.

Bewijs dat ’Z(Xi) = f(xj) en Var(x,) = Var(XJ.).

Indien kai) =m en Var(Xi) = a, druk dan éﬂSr) en Var(Sr) uit

in m en a.

Zij Sn het aasntal successen in een reeks van n onafhankelijke

steekproeven met kansen resp. Pys Pps oo p, Op succes.

p1 + 44 pn

De gemiddelde kans op succes is a = = .

Bewijs dat bij vaste gegeven a de variantie van Sn maximasl is

als alle p; gelijk zijn.
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Colloguium "Waarschijnlijkheidsrekening" (1968-1969)

Spreker: A. Hordijk

9. Bernoulli wandelingen

Veronderstel dat Peter en Paul het volgende spel spelen: Peter gooit met
een munt; als de worp resulteert in kruis dan geeft hij Paul een gulden
en als de worp resulteert in munt dan krijgt hij een gulden van Paul.
Peter gooit weer en weer geeft of krijgt hij een gulden al naar de munt
valt. We veronderstellen dat Peter en Paul onvermoeibare spelers zijn,
zodat ze in dit spel oneindig vask met de munt werpen.

Laten we verder veronderstellen dat ze met een munt gooien waarvoor

de kans op munt p (0O < p < 1) en de kans op kruis q is (p + 4 = 1),

We willen voor dit spel een kansrekenkundig model gaan opbouwen, of anders

gezegd, we willen een WH-veld construeren dat asan dit spel beantwoordt.

'De elementaire gebeurtenissen van dit WH-veld zullen zijn de oneindige
rijen van plus en min: énen, waarbij we afspreken dat als op de k-dé plaats
in de rij een +1 (resp. -1) staat, de k-de worp in munt (resp. kruis)
resulteerde.
Als QO de verzameling is van alle elementaire gebeurtenissen en als we
een element uit QO met w sanduiden, dan is dus:

W

a2, = {o | w 3 4} waarin A = {+1,-1}.

Uit de verzamelingenleer weten we dat QO meer dan aftelbaar veel elementen
bevat. Willen we QO tot een WH-veld maken dan zullen we anders te werk
moeten gaan dan bij de tot nu toe beschouwde verzamelingen E waarin hoogstens
aftelbaar veel elementaire gebeurtenissen waren. Immers, in het geval van
hoogstens aftelbaar veel elementaire gebeurtenissen kunnen we, uitgaande

van de kansen op de elementaire gebeurtenissen, de kans op iedere deel-
verzameling vinden door de kansen op de elementaire gebeurtenissen in die
deelverzameling op te tellen. Dit lukt niet meer bij QO.

&
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Daarom gaan we eerst definiéren wat we in het meest algemene geval onder

een WH-veld zullen verstaan.

Zij 9 een totaal willekeurige verzameling en zi] Gl een klasse van deel-

verzamelingen van f die we de meetbare verzamelingen of ook wel de ge-

beurtenissen zullen noemen. Zoals het woord meetbaar al suggereert moet
voor iedere verzameling AE 61, de kans P(A) op de gebeurtenis A gegeven

zijn.

2 is een verzameling waarvan we in ieder geval willen dat hij meetbaar
is. Voorts willen we dat de kans op , oftewel de kans op de zekere

gebeurtenis, gelijk aan 1 is.
i) Q€@ en P(Q) = 1

Als A een gebeurtenis is, dan ligt het voor de hand om te eisen dat aan

het niet optreden van A ook een kans wordt toegekend en wel zodanig dat
ii) re@ => —pe@ en P(a) + P(—A) = 1

Als {Ai}:=1 een rij van gebeurtenissen is dan eisen we dat het optreden
van één of meer van de gebeurtenissen Ai ook een gebeurtenis is. Als
bovendien de gebeurtenissen Ai elkear uitsluiten dan willen we dat de
kans op het optreden van minstens €&n van de gebeurtenissen Ai gelijk is

aan de som van de kansen op de gebeurtenissen Ai’
<
i) 1. c@ = U s, e@ en
171=1 . i
1=1 ” -
A.NA, = ¢ voor i#j => P(U a,)= ) P(a,)
i 73 s i & i
1=1 1=1
Definitie
Zij R een Verzameling,cz, een klasse van deelverzamelingen van Q en P
een funktie die aan iedere A behorend tot de klasse (I een getal P(A) met

0<P(A)<1 toekent. Dan vormt het drietal (Q, &, P) een WH-veld indien san

de eisen i), ii) en iii) voldaan wordt.

&
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Opmerking
De klasse van deelverzamelingen 62 wordt een o—algebra en de funktie P

wordt een kansmaat genoemd.

Ga ne dat in het geval 9 hoogstens aftelbaar veel punten bevat en de &én-
puntsverzamelingen tot de klasse (1 behoren, het WH~veld (Q,CZ,P) voldoet

aan de definitie van een discreet WH-veld zoals dit gegeven is op pagina 3.

Alvorens verder te gaan willen we nog enkele eigenschappen van een WH-veld
(9, d,P) afleiden.

1. A,Bell ==>auBed
ii)
immers: Qe ==>-—q = QS&@
iii)
==> AUBUgUPU... =AuBel
2. A,B€@ ==>ANBe &
ii) en 1.
immers: A,Be d ===> —AU—B =—(ANB)ed
ii)
==> AnBe @

Geheel analoog aan 1. en 2. kunnen we bewijzen dat iedere vereniging van
eindig veel verzamelingen uit ( weer een verzameling uit & is, en dat
iedere doorsnede van eindig veel, ja zelfs dat iedere doorsnede van aftel-

baar veel verzamelingen uit (I weer een verzameling behorend tot A is.

Nu we gedefinigerd hebben wat we in het algemeen onder een WH-veld zullen
verstaan, zullen we nagaan waaraan het WH-veld, noem het maar (QO,Cio,PO),
moet voldoen wil het als model kunnen dienen voor het spel tussen Peter

en Paul.

0
We willen dat de kans dat de k-de worp in munt resp. kruis resulteert p

Daar we {1, reeds gedefinierd hebben, rest ons nog C7O en PO te definiéren.

resp..q is. Laten we de "k-de codrdinaat" van w, dat is dus de uitkomst van

de k-de worp, voorstellen door xk(w).
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(P
{q

a) VkeN geldt: {xk(w) = _-lj}é:QO en Po{xk(w) =+1} = .
We willen dat de kans dat b.v. de k—de worp in munt en de 1l—-de worp

(k # 1) in kruis resulteert gelijk is aan pq.

b) Vi, 1€ N, k#1 en V61,626A geldt:
{xk(w) =4, xl(w) = 62} = {xk(w) = 61}f\{xl(w) = 52}65620

en Polx(w) = 815, (w) = 8,1 = Poix (w) = §,3.Fy{x;(u) = 8,}

1%
We willen de eis b) verscherpen in die zin dat we een uitspraak analoog

aan b) willen doen voor iedere eindige combinatie van worpen.

¢} Vn€E N . Vk1,k2,...,kméN, kiaékj voor i#j en V61,62,.}.,6méA.

geldt: {xk1(w) =8, Xke(w) = 62,...,ka(w) =8 )= {ka(w) = 61}ﬂ{xk2(w) =

62}ﬂ... N{x km(w) = Gm}eao

en Po{xk1(w) =4, xke(w), = 52,..., ka(w) = 5m} =

PO{Xk1(w)' = 61}'P0{Xk2(w) =853 een s Po{ka(w) =}

Nu blijken er meerdere o=-algebra's in SZO te zijn die voldoen aan de eisen
a), b) en c). We leggen Glo vast door voor QO te nemen de kleinst

mogelijke klasse van deelverzamelingen van §. die én een o-algebra is én

0
voldoet aan a), b) en c). Dan is aO precies de doorsnede van alle o-algebra's

die voldoen aan &), b) en c). Met betrekking tot de kansmaat P, lenen ve

een stelling uit de maattheorie die we hier niet zullen bewijzen.

Stelling Er is precies &&n kansmaat P, die gedefiniferd is op de klasse

0
({ . en voldoet aen a), b) en c).

0
Opmerkingen: 1. De uitdrukking dat de worpen onderling onafhankelijk zijn
vinden we als een direkt gevolg van b) in ons model terug als: de stochastische

funkties x, en X, zijn voor k#1 stochastisch onafhankelijk.
k 1
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2. Een deelverzameling van . die we verkrijgen door aan eindig veel

0

1,k2,...,
eniging van een eindig aantal elkaar uitsluitende verzamelingen van het

codrdinaten van w, zeg k kh’ voorwaarden op te leggen is de ver=

type dat in voorwaarde c) is beschreven. Dus is zo'n verzameling meetbaar

en de kans erop is de som van de kansen op die'c)"~verzamelinger. We noemen
zo'n verzameling "een gebeurtenis die alleen afhangt van de worpen k,,k,,

...,km". Als illustratie:

{x (w)<2,x, (w) + xg(w)<2,x](w) + x,(w) + x3(w)<2,x1(w)f+ Xolw) + x5(w) +
Xh(w) = 2} = {x (0] =+1,x,(w) = -1,x3(w) = +1,x,(w) = +1}1U

{x1w) = ~Toxp(ehoz #1545 w) = +1,xh(w) = +1}

en B

P {x1(w)<2,x (w) + xz(w)<2,x (w) + xz(w) *Xy (@)<2,x (w) + x,(w) + x3(w) +
x,(w) = 2} = Poix, (w) =+1,%,(w) = =1,x5(0) = +1,xh(w) = +1} + Po{x () =
xy(w) = +1, xs(w) = +1,,(w) = +1} = pqop + qppp = 2p°q.

3. Omdat we in deze paragraaf steeds de kansmaat PO zullen gebrulken zullen

we voor P0 in het vervolg P schrijven.

Naast de stochastische funkties X introduceren we sommen van deze stochastische
funktieg. Zi] Sn =xq* X oo X5 Sn is de winst of het verlies dat

Peter heeft na precies n worpen.
Het viertal (30,61 P, {S } ) noemen we een Bernoulli wandeling.

Voor ieder positief of negatief geheel getal k definiéren we een stochastische
punktie T8 sodanig dat

T(k)(w) = min{mlSm(w) = k).

We noemen T(k) "de wachttijd tot het bereiken van niveau k", {T(k)(w) = n}
is de verzameling van die w's waarvoor we na precies n stappen voor het
eerst niveau k bereiken. Het is een gebeurtenis die bepaald wordt door de
eerste n worpen en 1s dus een meetbare verzameling. Zi] X(k) P{T(k)( )=n}.

)y

Laat verder ﬂkj(s) Z A(kén de genererende funktie zijn van de rij {i

*We spreken af dat als er voor w geen enkele waarde van m bestaat zodanig dat

Sm(w) =k, we T(k)(w) = o stellen.
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Bewering: de machtreeks L(k)(s) convergeert voor -1<s<+1. Daar
de gebeurtenissen {T( )(w) = n} en {T(k)(w) = m} elkaar voor n#m uit-

sluiten geldt:

I alk) zpwmhz a} = p(UJ (7% (w) = n1) < 1.

n=1 n=1]

Bewering: voor ieder nat. getal k geldt A

k+1) (k+1)( ) = a}

(k+1) _ Z A(k A1
( j=r ° n—l
Immers: Kn =

'P{S#w)<k+1,82(w)<k+1,...,Sn_1(w)<k+1,Sn(w) = k+1}

n=1
= P(ltﬂ{s (w)<k,...,Sl (w)<k,Si(w)=k,Si+1(w)<k+1,

...,Sn_1(w)<k+1,8n(w) = k+1}

n-1

= 121 P{ST(w)<k,...,Si_1(w)<k,Si(w)=k,Si+1(w)<k+1,
...,Sn_1(w)<k+1,sn(w) = k+1}
n=-1

= ) P{s ()i, 00,8, (0)<k,S; (w)=k,X, . (w)<1,
i=1 i+1

seaXg g (@ leddee o ()<t (@) otx (0) =

n=1
= ¥ P({S1(w)<k,...,Si_1(w)<k,Si(m) = k} N

i=1 -~ ~

gebeurtenis bepaald door de worpen 1 t/m i

( )+-.. (w) T5Xe

ﬂf**
gebeurtenis bepaald door de worpen i+1 t/m n

i+1

{xi+ (W)<TgeoesXs i+
.

(w )+---+xn(w) = 1})

n-1
= z P{8 (w)<k,...,S

(w)<k,Si(w) =
i=1

i=1

P{xi+1(w)<1,...,xi+1(w)+...+xn_1(w)<1,xi+1(m)+...+Xn(w) =

- 21 WEL RIS (w)<1,8,(0)<T, 008, (w)<, s__.(w) =

- 21 W (1)

-1
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Als we ter vereenvoudiging van de notatie L(1)(s) voorstellen door L(s)
dan geldt: voor ieder nat. getal k is L(k+1)( ) = k+1( ).
Immers: uit de laatste Bewering volgt {X(k+1)} {) k)}*{l(])} en

uit het lemma van pag. 34 volgt dan L(k 1)( ) "‘L(k)(s) L(s), zodat

D gy o B 6y 1(8))-L(s)  ete.

Bewering: L(s) = ps + qng(s).

Immers:
M = ey = 13 = pls,(0) = 1) = PO (w) = 1} = p
A;]) = pir{ Y (w) = n}
= P{S](w)<1,82(w)<1,...,Sn_1(w)<1,Sn(w) = 1}

= Pix, ()==1,x5(w) <2, (0)+xg(w) <2,y x (wdbe by (w)<2,
Xp (@)t . o+x (w)=2}

= P{x1(w)=-1}.P{xg(w)<2,x2(w)+x3(w)<2,...,xe(w)+...+x (w)<2,

x2(w1+.,.+xn(w)=2}

n=1

= P{x1(w)=-1}.P{S1(w)<2,82(w)<2,...,Sn_z(w)<2,8n_1(w)=2}

=4 (2]
B An—]'
> L(s) = Ag1)s + E k;1)sn
n=2
= ps + 2 qk(23 n

ps + Qs Z A(z
m
m=1

ps + qsL(e)(s) .

Ofwd

Bewering: voor s#0 en —1<s<+1 geldt L(s) = Eé; (1-(1—hpq32) ).

Immers:

L(s) is een machtreeks die convergeert voor =1<s<+1; dat betekent o.a. dat
voor iedere —1<s<+1 L(s) een ondubbelzinnig bepaald getal is. Bovendien

geldt dat L(s) op —-1<s<+1 een kontinue funktie is. Substitueren we s=0 in
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de machtreeks dan vinden we L(0) = 0. Uit de laatste BeWering volgt dat
voor iedere s#¥0 L(s) aan de v1erkantsvergellgk1ng asL (s) - L(s) +ps =0
voldoet, dus voor s#0 1s L(s) = 53_ (1+(1-bpgs )5).

Daar lim —— (1+(1-hpqs ) ) =« # L(0) , moet dus
sp 298

1
L(s) gelijk zijn aen Eég (1—(1-hpqs212).

(1) (1) _ _1_ ,2n=1, n n=-1
Ao =0 en Ayl =g (T phe

e
n

is per definitie de co&fficient van s in de machtreeks-
21
=L (1=(1-bpgs?)?)

Bewering:

Tmmers:

ontwikkeling van L(s)

2q9s
1 v 3 2
=50 U= @ (G)(-kpas)?)
n=0
R f % - n 2n
= 2qs L (nl( hpq) s zodat
n=1

(1) _ (1) _ _ 1 3y n__1 ,2n=1, _nn=1
Aop S0em Ay 1575 (R(-bpa)” = == (% )Pl .

We hebben hiermee berekend hoe groot de kens is dat Peter na n spelen voor
het eerst op winst komt te staan. Het is niet moeilijk om in te zien dat
de winst of het verlies van Peter na een even aantal worpen altijd even

is en dus dat Aé;) gelijk aan nul moet zijn.

Wat ons wellicht meer interesseert is te weten hoe groot de kans is dat

Peter ooit op winst komt te staan.

Bewering: De kans dat Peter ooit op winst komt te staan is gelijk aan
min(1,§) .

Immers: de gevraagde kans is gelijk aan:
p(U (r"(w) = n}) = z p(r () = n
n=1 n=
_ o, (1)
L

il
(g
—~
-—
L —g
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;—OI (1=(1-bpq)?)

il

1

2a (1=|p=a])
1 als prq
E-als <
q p<q

Bewering: de kans dat Peter ooit op een winst van k (k nat. getal) gulden

komt te staan is gelijk aan min(T,(g)k)

Immers:

de gevraagde kans is gelijk aan:

p(U TR () = n1) = T pirt®l(w) = n)
n=1 n=1
s (k)
= ¥ a
n§1 n
= 15(1)

i

min(1 ,<§>k)

We noemen het spel tussen Peter en Paul "eerlijk" en de Bernoulli wandeling
"symmetrisch" als p = q = 3.

In dit geval is de kans dat Peter ooit een winst van k gulden zal hebben
gelijk aan 1. Dat we verwachten mogen dat het aantal worpen voorafgaande
aan de worp waarna Peter voor het eerst ] gulden gewonnen heeft groot zal

zijn, blijkt als we g(T(j)) berekenen, voor p = q = 3.

o«
Lemma: Zij de machtreeks A(s) = Z ansn convergent voor =l<s<+1,
n=0

Als a >0 voor alle n dan geldt:

lim A(s) = Z & waarbij we afspreken dat we z a = » stellen
st1 g B=0 n=0 °
als lim | a = .

Noo n=0
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Qo 0 o
Bewijs: voor ) & geldt Of )} a <= Of ) a =,
n n n
n=0 n=0 n=0
0
Als Z a <= dan is de uitspraak een bijzonder geval van de continulteits-—
n=0
stelling voor machtreeksen van Abel.
o]

Voor Z a =@ Kies een totaal willekeurig getal cj; bij ¢ is er een

n=0 N

nat. getal N zodanig dat ) a_>c.
n

N n n=0
z a s is een polynoom en dus een kontinue funktie van s
n=0 N
==> er is een >0 zodanig dat )} & s7>c mits 1=8<s21

o o N n=0 n
=> } a> ) s snz_ ) ansn>c mits 1=-8<s<1.

n=0 % n=0 " n=0

(1l)

Bewering: & (T © yoor p = q = 3.

Immers: Z?(T(l)) = E nlﬁl) .
n=1

o0 o0
Daar X X(1)sn convergeert voor —1<s<+1, convergeert Z nk(”sn-1
n=1

n n=1

voor

=1<g<+1 en dus volgens bovenstaand lemma

) nA;1) = 1lim ) n)\“)sr.n—1
n=1

st1 n=1 B

lim L'{(s) = lim %g (
st1 st1

1
s

(1=(1-s2)%) = =,

Opgaven:
1) Bereken éf(T(k))wvoor P=aq°=3 3
2) Voor p>q geldt Ki1) = 1 ; bereken voor dit geval g(1$1)),

n=1(_k)
3) Toon man dat we L = '(sg)

(k nat. getal) verkrijgen door in Lk(s)

p en g te verwisselen.

Definitie: U(w) = min {m|m-1,5 (uw) = 0}

U(w) noemen we de "terugkeertijd".

{U(w) = n} is de verzameling van w's waarvoor we in de n=de stap voor het
eerst in het "uitgangspunt" terugkeren. Dit is een gebeurtenis die bepaald
wordt door de eerste n worpen en is dus een meetbare verzameling. Zi]

fn = P{U(w) = n} en laat verder F(s) = ) fnsn de genererende funktie zijn

.. 0 n=1
van de rij {fn}n=1'
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Bevering: de machtreeks F(s) convergeert voor —1<sz+1
Tmmers: {U(w) = n}N {U(w) = m} = § voor n#m

Bewering: fn = qAn_1

*

==> } £ = } P{U(w) =n}="P(U {U(w) = n}) <1
n=1 o =1 n=1

(1) (-1)

+ 0
pAn-1

Tmmers:

f
n

Bewering: F(s) = 1—(1-hpqs2)

P{U(w) = n}

P{Sn(w) =0, 8 () # 0 voor 1<m<n}
P({s1(m)=-1,sz(w)<o,...,sn_1(w)<o,sn(w)=o}\J{s1(w)=+1,sz(m)>o;..,,

8 _1(w}>0,8 (w)=0})
P{x1(w)=-1,xz(w)<1,...,xg(w)+...+xn_1(w)<1,x2(w)+...+xn(w)=1}
+P{x1(w)=+1,xz(m)>-1,..,,x2(w)+...+xn_1(w)>-1,x2(w)+...+xn(w)=-1}
P{x1(w)=-1}.P{x2(w)<1,.q.,xz(w)+...+xn_1(w)<1,xz(w)+,a.+xn(w)=1}
+P{%1§w)-?1€3P{x2(w)>-1,...,xe(w)+...+xn_1(w)>—1,xg(w)+...+xn(w)——1}

o 4 o
LA g tPA L

Nl

Tmmers: o
F(s) = ) fnsn = ) f g% (immers £, = P{U(w) = 1} = P(g) = 0 )
n=1 n=2
- 1ot
1) _u- v ,(=1) n-
= ¢s 22 Aé_} st ! + ps nZ2 Ai_}) n=l

Bewering: f2 =Q0en £, =

gs L(s) + ps L7 (s)

95 (- (1-bpas2)?) + BE— (1=(1-kpgs?)?
T (1=(1=bpas)") + 372 (1-(1-kpgs™)®)

1
1-(1-bpqs?®)?

2 (2n—1) nn
n+1 2n 2n=1 n pa
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Immers: ,
F(s) = 1-(1-hpq32)§
® 1
== 1 () (<lpas?)®
n=0
« 1
= - E <§) (_hpq)ns2n
n
n=1
== = D - 3 - n_ _ 2 ,2n~1 nn
= f2n+1 =0en f2n - (n) ( hPQ) ~ 2n-1 ( n lpq .

Bewering: de kans dat Peter en Paul ooit quitte spelen is gelijk aan
min(1,2p,2q).
Immers:

de gevraagde kans is gelijk aan

P( U {U(w) = n} ) Y P{U(w) = n}

n=1 n=1
e
= Z f
n=1 n
= F(1)
= 1-|p=q|

1 als p=gq-=3
=42p als p<g
2q als prq

Uit de laatste Bewering volgt dat als een deeltje zich beweegt als in een
symmetrische Bernoulli wandeling, het deeltje met kans 1 naar zijn uitgangs-
punt zal terugkeren.

Bevering:

voor p = q = 3 geldt E(U) = =

Immers:

E(u)

Z nfn = 1im F'(s) = =
n=1 st1
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Rulneringskansen.

We hebben in het voorafgaande berekend dat als p>q, Peter met kans 1 ieder
bedrag hoe groot ook kan winnen. Dat dit weleens lang kan duren hebben we
gezien aan ii(T(k)). Waar we niet opgelet hebben is het verlies dat Peter
eventueel kan lijden alvorens hij een van te voren vastgesteld bedrag
wint. Daarom gaan we nu veronderstellen dat Peter begint met een kapitaal
ter grootte van z guldens en we vragen ons af hoe groot de kans is dat
hij zijn beginkapitaal verliest voordat hij a-z guldens gewonnen heeft.
Dit komt overeen met het berekenen van de kané aat Peter geruineerd wordt
als hij een beginkapitaal heeft van z guldens, zijn tegenspeler Paul een
beginkapitaal heeft van a-z guldens en het spel pas dan gestaakt wordt
als één der spelers gerulneerd is.

Stellen we de kans dat Peter gerulneerd wordt gelijk aan qz*), dan geldt

voor I1<z<a=1 dat a, voldoet aan de differentievergelijking

a, =P, *aq,_, (1)
Immers:
Peter zal na de eerste worp z+1 of z=1 guldens te verliezen hebben al

naar gelang hij wint of verliest in de eerste worp.

Voor z=1 geldt: q, = pg, *+ Q. Om deze vergelijking aan te passen aan (1)

voeren we in het getal
q =1 (2)

Dan geldt a, = pq2 + qqo.
Voor z = a~1 geldt: q
q

a~1 qqa_2 3
introduceer a =

dan geldt 9yt

+ B
pPq, W@, .5

*) Peter wordt precies na n worpen geruineerd voor de w's uit
{—z<S1(w)<a—z,...,—z<S (w)<a=z,8 (w) = =z} ; deze verzameling is
n"1 Neo -]

meetbaar, noem hem An. Dan is ook L}Ah meetbaar en q, = P( U Ah)
’ n=1 n=1
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Voor z = 1,2,...,a8=1 voldoen de kansen q, aen de differentievergelijking
(1). We zullen ze gaan berekenen door (1) op te lossen. Zoals gebruikelijk
zullen we allerlei oplossingen van (1) aanduiden met q,-

In de theorie van de differentievergelijkingen worden (2) en (3) randvoor-

waarden genoemd.
Bewering: Als q, en qz*. oplossingen zijn van (1) én

7%

dan zijn de oplossingen q, en qz*'identiek.

Tmmers:
Q= qu + qu
= =1 -
==> a4, =3 (q, = ag,)
==> q_ =+ (q, = aa,)
3 p 2 1
- 1 ( > -x—) - 3% .

Bewering: voor p#q is iedere oplossing van (1) van de vorm

q.\Z ..
Cy+ c, (p) (C1 en C, zijn constanten).

Immers:
Door substitutie in (1) vinden we dat q, = lengqg, = (%QZ oplossingen van
(1) zijn. Ock iedere lineaire combinatie van deze oplossingen is een op-

lossing van (1). Dus voor ieder paar constanten (C1,C ) is C, + 02(%)Z

2 1

een oplossing.

We moeten nu nog aantonen dat als we een totaal willekeurige oplossing
van (1) hebben, noem hem maar qz*; dat er dan constanten C

en 02 bestaan
gy2
+ .
CE(p)

1
zodanig dat qz*-= C1

&
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Maar als de constanten C] en 02 voldoen san:

4
c,+¢C..3= q'* )
1 2° p 1

dan volgt uit de laatste Bewering dat qz*.= C1 + 02(%)Z.
Het niet strijdige stelsel (p#q) van lineaire vergelijkingen in de onbe-

kenden C1 en 02 is altijd op te lossen.

Bewering: Er is precies é&n oplossing van de differentievergelijking (1)
die voldoet aan de randvoorwaarden (2) en (3) en wel

(2% - (2)?

=P P
%, = 5= . (5)

(=) -1

P
Tmmers:

er is precies &én stel constanten C1, 02 dat voldoet aan

Q
+
Q
i
H
e
(&)

1 2
ga'= =
C,+ Ce(p) 0=gq
en C, * Cz(%)Z is gelijk aan (5) (ga dit na).

Opgaven:

1) Leid af dat voor p = q¢ = 3 de oplossing van (1) die voldoet
aan (2) en (3) gelijk is aan: q, = 1 - é
2) Bereken de kans dat Peter &&n gulden wint voordat hij zijn

beginkapitaal ter grootte van 999 gulden verliest in een eerlijk

spel (p =q = 3).
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10. De binomiale verdeling.

Laten we de spelregels van het spel tussen Peter en Paul van de vorige
paragraaf eens wat veranderen: Bij munt krijgt Peter nog steeds een

gulden, doch bij kruigs behoeft hij niet meer te betalen.
Overeenkomstig wijzigen we het bijbehorende WH-veld:
2, = {w|N-">{1,01}

De definities van 011 en P1 verkrijgen we uit die van oto en Po door

overal =1 te vervangen door 0.

De definitie van Sn blijft ongewijzigd; deze functie stelt nog steeds voor:

De totale winst van Peter na precies n worpen.
Dit is nu echter gelijk aan het aantal keren munt in n worpen.

Sn is een stochastische functie op het WH-veld <91, ot,, P>, We vragen

1% 71
nu naar de bijbehorende verdelingsfunctie (deze hangt ook af van n en p).

Definitie: b(ksn,p) = P {Sn = k}

1

d.w.z. b(ksn,p) is de kans op precies k keren munt (succes) in n worpen.

In vraagstuk 5, pag. 36 is reeds gevraagd b(k;n,p) te berekenen.

k n=k

z (1=p)~ ™.

Het resultaat was: b(k;n,p) = (k) p

Door deze uitkomst begrijpen we waarom we hier spreken van een binomiale

verdeling.

Bij betrekkelijk kleine waarden van n is een directe berekening van b(kjn,p)

niet moeilijk.
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Zowel uit practische als uit theoretische overwegingen stellen we echter
vooral belang in het gedrag van deze functie voor grote n.
In het volgende zullen we twee belangrijke benaderingsmethoden behandelen

die voor dit doel zijn ontwikkeld.

Om niet telkens aan WH-velden <Q,0¢,P> te hoeven refereren voeren we een
stelsel van discrete WH-velden {§1) in die als referentiekader van de

volgende beschouwingen kunnen dienen.

Zij 0<p<1 en n een natuurlijk getal;
dan is DB (n,p) = <N,f> met f(k) = b(k;n,p)
(als k>n dan is b(kjn,p) = 0).

Beschouwen we op B (n,p) nu de stochastische functie X met X(i) = i dan
hebben we
P(X=k}= }  £(i) = £(k) = b(k;3n,p),
X(1)=k
zodat de verdelingsfunctie van X op & (n,p) precies de binomiale verdeling

is die behoort bij n en p.

We zullen in het volgende ook de bij X behorende genormaliseerde functie
X*-nodig hebben.
X—

. .. * U
In §6 is gedefinieerd X = 5 » met

p= EX) = k(ﬁ) p‘k (1-p)n-k = np

1

0o~

k

(beschouw x.%;-(x+y)n)

en
2 2 2.3 22 2 2 2.3
o= (E(X") -n9%)% = (pn° = pn + pn - pn°)? =

POft

(p(1=p)n)? = vipg (a= (1-p))

* .y _ 1 = np
dus X (i) = Vo
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11. De poissonverdeling.

Vele problemen in de WH-theorie leiden tot de vraag naar een schatting
van de frequenties van zeer onwaarschijnlijke gebeurtenissen bij zeer

lange series proefnemingen.

In de terminologie van de vorige paragraaf wil dit zeggen:

P klein en n groot.

Voorbeeld. Bepaalde natuurprocessen
(b.v. het uiteenvallen van radiocactieve materie)

vinden zo plaats dat de kans dat in een tijdvak een verandering (b.v. uiteen-
vallen van een kern) optreedt alleen afhangt van de lengte van dat tijd-

vak, en wel in eerste benadering lineair.

zij p(t) nu de kans dat in een tijdvak van lengte t zo'n verandering plaats-—
vindt, dan is voor een constante A: p(t) = At

. . def
i.h.b. is dan P, = p(ﬁﬁ = %~,

De kans dat in een tijdvak van lengte 1 k veranderingen optreden noemen we
plk,A).

Nemen we nu n zo groot dat praktisch in geen tijdvak ter lengte %-nog meer
dan &&n verandering optreedt, dan geldt dat p(k,A) bij benadering gelijk
is aan b(k;n,%&. (Beschouw een tijdvak als een proefneming en het optreden
van een verandering als succes.)

Als de veranderingen van zodanige aard zijn dat er geen twee tegelijk op

kunnen treden hebben we dus:

. A
lim b(k;n,;) = p(k,A)

n-—><

Dat deze limiet bestaat is uit de voorgaande beschouwing wel intuitief
duidelijk. We kunnen dit ook door berekening aantonen, waarbl] we voor

p(k,%) een eenvoudige uitdrukking vinden:



Ay _ /0y Ak _ An—k _
p(ksn, 1= (L) (D8 (1 -1 " =

k

= n! A (] - _}\_)n -
1 nele }1° -
k!(n-k)! (n-n )% n
_ (n=k+1)(n=k+2)...(n=1)n 2% (1 - A
(n=2).(n=2r)...(n=r) * k!
Waaruit volgt
k
. A =\
lim b(k;n,zd =T e
n->co
Xk “A
De functie p(k,A) = xr € noemen we de poisson distributie functie.

We willen nu nog meten wat de orde van grootte is van de fout die we maken

door b(k;n,ﬁ) te benaderen met p(k,A).

Een elementaire berekening leert ons dat de fout die we maken door

(n=k+1)(n=k+2)...(n=1)n
(n=A)(n=2)...(n=2)(n-n)

1.
door 1 te vervangen van de orde ;'13.

Verder geldt:

2
An Ay ooy AL
log(1 n) = n log(1 n) A=op e
A\n -A - AE - X
dus (1 = =) = e 2n ' yat via de reeksontwikkeling voor e oplevert:
Ay =\ 1
(1=30 =e” +0(;)

We hebben dus

b(ksn,2) = plk,2) + (1) .

Vraagstuk Hoe groot is (bij benadering) de kans dat van 1000 mensen er

precies 10 op 29 februari Jjarig zijn.
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12. De formule van Stirling

In deze paragraaf geven wij een afleiding van de bekende formule van
Stirling

q

n+ -n
n! vn 2e van voor n-w

en een ordeschatting van de fout die gemaakt wordt bij vervanging van

het linkerlid door het rechter.

Hulpstelling 1

I n

2 n n- 2 n-2
J sin” x dx = == [ sin x dx (n22)
0 0

I

2
Bewijs: We noteren In = { sin® x dx ;
0

s

m
2 2
dan is In = -gin™ L X cOos X , + (n-1) [ cos2 x sin” 2 x dx
0

0
I
2
= (n=1) { (1 = sin® x) sin® 2 x ax
)
0
= (n-1) I - = (n=1) I
dus nI = (n=1) I, Q-e.d.
_ T _
We merken op: IO =5 I1 1
Hieruit volgt
I = (en-1)(2n=3)...1 = _ _(2n)! ks
2n 2n(2n=2)...2 2 (2nn!)2 2
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_on(en-2)(gn=k)...2 _ _ (2%n1)?
on+1  (2n+1)(2n-1)...3  (2n+1)(2n)!

_ (2n=2)... _ (2"a1)°
2n=1  (2n=1)... 2n(2n}!

I

Hulpstelling 2 (Product van Wallis)

nn!)2

1im TEZjT?E’: v

7>
Bewijs: Aangezien op (0, gﬂ 0 < sin x < 1

2n+1 2n 2n=1

is sin x < sin” x < sin X

< <
dus ook 12n+1 I2n I2n—1

(2nn!)2

on(2n)!

(2nn!)2 . (en)!
(en+1)(2n)! (2nn!)2

oftewel } g-<

(on)! )2

(2™n1)°

Omgewerkt: < | nm < 1

n
n+3
Hieruit volgt onze bewering onmiddellijk.

X
Opmerking: J log t dt = x(log x = 1)
0

Bewijs: Parti€le integratie

Stelling (formule van Stirling)

1 o 1 ——1—
n! = nn+2 e n+ ™" + O(ng). /-2—1-1:‘

n
Bewijs: We proberen eerst log(n!) = Z log k te benaderen
k=1

Welke fout maken we als we deze vorm vervangen door de integraal

n
e I log x dx = n(logn = 1) ?
0
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We stellen s = log(n!) = n(log n = 1) en beschouwen het gedrag van s

voor n»». Daartoe berekenen we S, TSp-1

s, = s = logn - n log n + (n-1) log(n=1)+ 1
n n=1
=1+ (n-1) log (1 -+ ) =
n
== () (G )=
2n 3n
_ 1 1
"ot 6 o * of 3*
n n
rzl 1 1
d.w.z. 5_= (5 + 0(=1)
s 2k, k2
We weten dat 1lim (1 + l—+ l—+ 1. log n) = Y, (de constante van
2 3 n
n->w n1
Euler-Mascheroni) E Ei'zal dus naar we mogen verwachten voor n-w
k=1
hoogstens een constante van 5 log n verschillen.

2
Laten we daarom nu eens beschouwen:

= -1 = 'y - - -1
Sn s, "% log n = log(n!) - n(log n - 1) > log n

We berekenen weer

- 1 R
Sn Sn-1 - sn sn-] * 2 log(1 n)
S I N | -1 1y,
T 2on + 5 2 + 2 Log(1 n) + 0 2) ?
n n

met behulp van de reeksontwikkeling van log(1 - %0 vinden we

= - ] 1
Sn T Sp-1 T z * o 3) )
12n n
iy s S E S EA
Dus de rij S heeft een limiet Sen § -8 = - _z 5 + 0(=3)
=n+1 k n

n
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1 1 1 1 1

. - .. 1
— - = < =
Uit de ' ongelijkheid k1 K(k+11 2 " k(k=11 k=1

leiden we gemakkelijk af dat

W

1 1
E‘+ o( 2)
n

1
2

= - 1
dus S Sn = on + 0(n2)

We hebben nu gevonden

1 1 1
1y = - _ — —
log{n!) = 8 + n{logn = 1) + 5 log n + on * O(n2)

Anders geformuleerd:
1 1 1
. s mp mr g+ ols)
n! = e .n .e

Rest ons nog eS te berekenen.

Substitutie in.de formule van Wallis levert

2n 2s 2n+1 ~en+ én S
. 2 n e I -
Y1 = 1im 1 1 T = llm'7§
n>e s 2n+ E--2n+ EZH ) n-—>o
e (2n) e .n

Hieruit volgt eS = V21 zodat onze stelling bewezen is.

Gevolg 1: n! = ne *Vom . (1 + O(iﬁ)

Immers e~ = 1 + x + O(xz) voor x+0.

cevolg 2: (F) = (B2 \F— (1 + ol))

Dit volgt direct door toepassing van gevolg 1.
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13. De normale approximatie.
We zullen nu een benadering beschouwen van de verdeling van de §10 behandelde
genormaliseerde stochastische functie x°.

We vragen naar de kans dat X*.tussen twee gegeven waarden o en B ligt.

Pla < X" < 8} = P{np + av/npg < X < np + 8/apg}-

Zij nu U p = (np + avnpg, np + Bvnpq)
9
dan is
Pla <X <8}= J P{X=k}= ¥  b(ksn,p)
keU keU
n,p n,p

We zoeken nu eerst een benadering van b(kjn,p) onder de voorwaarde keU

9
voor n+», (dit impliceert ook k- en n—k-w)
Hiertoe gebruiken we gevolg 2 uit §12.

Dit levert op

, _ (op) )™ 1
b(k;n,p) = iﬁ(n_i?n-k 2nk?n-k) (1 + 0(n))

Stellen we nu Gk =k - np dan is k = np + 6k en n~k = nq - Gk.

Dus:
. - 1 1 | n 1
(1) b(ksn,p) (1 s _(S_k)npﬂsk ' - inq-ék \/21r(np+6k).(nq—6k) - (14 o(n))
np ngq

We zullen eerst aantonen dat

n _ 1 1
2w(np+5k)(nq-6k) "~ V2Tnpq (1 + Q(Vﬁ))

(2)
Immers avnpq < Gk.< B vnpg zodat

(3) 5, = 0(vn)

waaruit (2) direct volgt.
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Verder geldt:

1 !
E&)npwk (1 - El—:)
np” nq

Gk Sk

(np + 8.) log (1 + ;53 + (ng = &) log (1 - EE) )

Tog nq—ék
(1 +

2 3
§ 8 8
k k k
(np + 8 ) (== - + - ) -
2
k* ‘np 2n2p 3n3p3
5, ai 5
(ng -6 ) (= + + LT
k° 'ng 2n2q2 3n3P3
Y -1/2
Deze ontwikkeling is geldig voor voldoend grote n want EB'= 0(n )
§

—1/2)

evenzo_-l£ = 0(n
ng -

.

Nemen we nu termen samen waarin 8 tot dezelfde macht voorkomt dan krijgen

k
we
2 3
8 §
k /1 1 k 1 1
- B
2n q 6n2 p2 q2
63
echter —§-= O(n_1/2) zodat
n _12
e 2k 1 Gk
(4) b(kjn,p) = —;————— (1 + O(Vzdl voor n-® en keEUn,p met x = T -
Tnpq
Dus - l'xi
1 2 =1/2
) b{ksn,p) = =——— ¥ e (1 + o(n )) voor now
keU ampd o5
n,p n,

is X = [(8-a) vopq] .

Het aantal elementen in U
n,p

. » . - 3
Z1J nu voor 0<j<K, yj o + Vi==

+ .
ST Ve = B en kj = [é/npd] +J

dan is

&



-1 K+1 - —x - 1-x2
1 Do 2o L7 & 2Ky - 2Ky -p))
Y2mnpq KeU vor 320 J+1 Y3 k
n,
K+1 = l—x2
=__]_. Z e kj( - ) 0(.1_
VaT 2 T54177; n

met yj S X, 5,yj+1. Dit als Riemann-som beschouwend vinden we
5 =

e
2

Los]

1im Pla < X© < 8} = —\ [ at
im o = e e .
n Var )

. . . >
De verdeling van de genormaliseerde functie X nadert dus voor n3« tot

de "normale verdelingsfunctie":

L -t
o(x) = 7%?'J e 2 at .
Opmerking 1

De hier bewezen stelling wordt de limietstelling van De Moivre en Laplace
genoemd., We zien dat de limietfunctie niet van p afhangt: De invloed van
p (b.v. asymmetrie) op de genormaliseerde binomiale verdeling (d.i. de

. . . ..
verdeling van X ) is bij grote n blijkbaar verwaarloosbaar.

Opmerking 2
(5) is ook te schrijven als

(6) 1im Pla < X < 8} = o(B) - &(a)

n-><

Opmerking 3
De gegeven benaderingen gelden niet voor Bernouilli proefnemingen waarbi]

n afhangt van het behaalde resultaat, dus niet voor een spel waarmee een -

speler kan ophouden b.v. als hij genoveg gewonnen heeft of teveel verloren.

Vraagstuk: Stel dat er dagelijks tussen 8 en 9 uur 50.000 forensen van het
Gool naar Amsterdam reizen en gemiddeld 30% de trein neemt. (De kans dat

een reiziger de trein neemt stellen we dus op 0,3) De spoorwegen willen
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het risico dat iemand pas na negenen een trein kan krijgen tot 1% beperken.
Hoeveel treinstellen voor maximaal 260 passagiers moeten daartoe in dit
tijdvak rijden? (als er m treinstellen rijden moet de kans dat er meer dan

250m passagiers komen 0,01 zijn).

Stelling —= | e dx = 1
Stelling ==

-0,

2 2, 2

o =X -2y
. 2 2 [ 5 _
Bewijs (| e ax)" = J e dx dy =

I’2
27 © =5 rem
= { d¢ J e rdr = de¢ = 27
0 0 0

Tabel van de Normale Verdeling.

1 2 1 2

X N e Tor J e dt
0,0 0,398.942 0,500.000
0,1 »396.952 »539.828
0,2 ,391.0L43 +579.260
0,3 ,381.388 ,617.911
0,4 ,368.270 ,655.422
0,5 »352.065 ,691.462
0,6 ,333.225 »T25.ThT
0,7 ,312.254 ,758.036

. 0,8 ,289.692 ,788. 145

0,9 ,266.085 ,815.940



1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3,0
3,1
3,2
3,3
3,4

3,5
3,6
3.7
3,8
3,9
4,0
L,
. b2
4,3
4,k

L,5

Ormerkine:

& =v) =

2241,
,217.
, 19k,
.369
, 119,

»1T1

,129.
, 110
,09kL.
,078.
616

,065

»053.
,0L43.
75

»035

,028,
,022,

,017.
,013.
,010.
,007.
»005.

»00k4

,003.
,002.
.723
,001.

,001

»000

»000.
,000.
»000.
,000.
,000.

,000.

971
852
186

27

518
921
okg
950

991
Q8L

327
395

528
583
L2
915
953

432

267
38l

232

873
,000.
,000.
,000.
,000.

612
L2s
292
199

134
089
059
039
025

016

1 = &(+).
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,8lt1
, 864

»933.
.201
435
596k,
.283

»945
»955

971
977

»982.

»986

»991

»993
»995

5997

»998.
»999.
»999.
»999.
.663

»999
»999

»999.
.892

»999

»999.
.952

.968

»999
»999

»999-
.987
»999.
995

999

»999
»999

345
334
88k,
»903.
»919.

930
200
243

193

Q70

.250

136

.097
,989.
.802

276

790
339
»996.
s

,998.

533

134

650
032
313
17

LT67

841

928

979

991

-997






